Corrigé : Encadrement et itération 1

1. Etude des fonctions u et v.

a) Question classique de cours.
Si nous supposons que lim Inxz = L > 0 alors d’aprés le théoréme sur la

T——+00
composition des limites lim Inx = L = lim In2x =1n 2+ L, ce qui ne
T—-+00 T—-+00

peut étre vérifié que si L = +oo0.
Nous en déduisons en particulier par composition des limites avec x «— —, que
x

lim Inx=—o00 (0.1)
z—0t

b) Nous utilisons la composition des limites pour x — —17%, car si x — —17 alors
V1+x — 0" et d’aprés (0.1) nous obtenons

(o) =l o) =

Pour & — o0, nous devons factoriser par x pour u et par x?> pour v car les
expressions sont indéterminées, ou ce qui est plus efficace, utiliser le fait que In
est négligeable devant le polynéme pour x — +oo (croissance comparée)

u (x) 2 —g et v (x) 2 22, soit xEI—iI—loo u(z) = —00 et xEI—iI—loo v (z) =400

c)u et v sont dérivables sur

x

!/ _ = _ _
u (z) = T+ 2 51+ 2) T |-1 3/4 0 +oo
le signe de u' est I'opposé de celui de x, u’ + 32 + o -
1 1 z (3+4x) 0
/ _ L 49r =
v’ (x) 2(0+a) 2 " T 20+ u /\
le signe de v' est celui de trinéme —© —©
3 _
x (3+4x), nulen 0 et 7 positif a I'ex- y /U(f 3& /m
térieur des racines et négatif entre les ra- . 0
cines. ; T o — o =
Ce qui donne les variations de u et v v

3 15
) <_Z> =—In2+ 6= 0.244

d) Les courbes (U) et (V) sont
e) Il résulte des variations de u et v que
3 3
u(r) <0< u(x)+2®=wv(x) pour tout x € vy = } 11 [ (par exemple)
ce qui établi en ajoutant —u (x) a la double inégalité
0< —u(z) <z?ie: |u(z)| < z? pour tout x € vy
2. Graphiquement nous constatons que « existe et —1 < a < e

a) D’aprés le tableau des variations la fonction v étant continue et stricte-
. 3
ment croissante sur J = |—1, ZJ
3
|0 ()]
11 en résulte d’apres le théoréme de la bijection, I'existence et 'unicité d’un zéro
« pour v sur J.

est une bijection de J sur v(J) =
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y V)

v(—3/4)

[asy

a —3/4 o \
()

F1G. 0.1 — Représentation de (i) et (V).

b) Toute suite définie par une itération n’est pas obligatoirement convergente,
vérifions le pour la suite ay,.
Pour obtenir une expression de ¢, il suffit d’isoler x dans Dexpression de
v(z)=0.
Cela donne plusieurs solutions dont celle proposée.
Nous admettons que « est le point fixe de ¢ de I'intervalle [J.
jére preuve : @ est dérivable au moins deux fois sur J

, 1 1+422)? " 3+4+2x)(1+2z
¢ (2) -———+4x:£;i—l-%¢ @%:(%(112; )

T 14z 1+2

nous en déduisons les variations de ¢’ qui établissent que
¢’ (z) = 1 pour tout x € J

Ce qui en intégrant de o & x donne

lewWﬂfﬁ

=lp(@) —p(a)) =lp(x) —al > |z - q

puis en remplacant x par a,_1 T -1 a —3/4
‘an - Oc‘ > ‘an,1 - O“ o ” _ _
et par récurrence conduit a I'inégalité —
3 o0
an—al > lag —af = |- —a Sl T
donc la suite (ay) ne peut converger vers 1

Q.

Cette propriété prouve que dans le théoréme du point fixe (Brower) la condition

|¢" (z)] < k < 1 est nécessaire.
2¢me preuve : La fonction ¢ est croissante sur J, donc le sens de variations de

la suite est donné par le signe de

1
a1a0:¢<z>+221n4+§520.488
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o . . . 3
ainsi la suite est strictement croissante et ne peut donc converger vers o < R

Ce résultat peut aussi étre visualisé en tragant les courbes y = p () et y = x
afin de représenter quelques termes de la suite (ay,) .

3. Il est clair que l'itération précédente ne convient pas, nous développons dans cette
question une itération qui permet de déterminer c.

. P o o . 2 1
a) Si nous écrivons en utilisant la factorisation canonique © — 2x° = =

1\? 1
2 <x - Z_l) , alors en posant X = x — 1 et Y = y, I’équation de ) dans le

1
repére QXY déduit de Oxy par la translation T 0) estY = e‘zXzH/S, ce

qui donne une fonction paire donc I'axe QY est un axe de symétrie.

b) Par composition des limites lim (z — 2x2) = oo carz —2z% ~ —22% et
T——+00 +oo
lim (e“—1) = —1 en posant u (z) = x — 222, nous obtenons
U——00

lim (erfz _ 1) — 1.

z—-Fo0
Il faut toutefois vérifier que u (V4o0) C V—oo-
c) ¢ est dérivable au moins deux fois sur R
W (x) = (1—4da) " 27 et ¢ (z) = (=3 +42) (1 +4z) " 2%

nous en déduisons que le signe de 9" est celui du trinéme (=3 +4x) (1 +4z)
qui est strictement positif sur J, ce qui donne les variations de v et 1.

x —0o0 -1 « —3/4 —-1/4 0 1/4
77ZJ// + + + + 0 — —
/ -/"‘l/"l(fl/4
W iy —
00— 0
- 0 —¥(1/4)
Y (=3/4)

FI1G. 0.2 — Variations de 1 et de 1.

Nous en déduisons

0<v/(a) <t (—5

4) « 0.62 (par excés).

d) La courbe (W) et la premiére bissectrice permettent de construire les premiers
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éléments de la suite (by,) .

VYo
¥(1/4) —_
« bo=-3/4 5T
o) 1/4
. / by1=1(bo)
: (o7
— :
Fic. 0.3 — Représentation de ().
Ny 3 . .
e) L’itération b,11 = ¢ (b,) avec by = —— permet de déterminer une valeur

approchée de « car la suite (by,) converge vers a d’aprés le théoréme du point
fixe (Brower).

En effet d’aprés les variations de la fonction de 1 de classe C', nous avons
J stable par ¢ car ¢ (J) = [ (—=1) = —0.95, ¢ (—3/4) = —0.85], by € T et

3
|V (z)] <o )= 0.62, ce qui est strictement inférieur a 1.

f) Nous donnons deux fonctions MatLab pour le calcul d’une valeur approchée
de a.

La fonction v sauvegardée sous le nom psi.m
function psi = ma_ fonction(x)
psi = exp(x-2*x"2)-1;
et la fonction itération sauvegardée sous le nom iteration.m
function iteration(u, n)
fori =0:n;
fprintf(’%3d %18.12f \n’, i, u)
u = psi(u);
end ;
Enfin la commande
> iteration(-3/4, 5) ;

% by = —3/4 et nombre d’itérations n =5
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0 -0.750000000000
1 -0.846645033155
2 -0.897742450954
3 -0.918701317457
4 -0.926224275578
5 -0.928781815502

La suite (b,) converge rapidement car nous obtenons byg = —0,93005 & 107>
preés.



