Corrigé : ATB 2010 - Exercice 3 1

1. Pour x dans un voisinage de —1, nous avons

fn () S (-1D)" In (1+2),

rT=—

avecl+x <« 0F.
r=—1t

Nous en déduisons
400 sin est pair

r——1+ —0o0  Sim est impair.

i 7, () = {

Dans tous les cas il y a une asymptote verticale.

Pour x — +00, nous utilisons I'inégalité classique In (1+ z) > x, pour x € T
fo () = 2",

nous en déduisons
lim f, () = 4o0.

r—+00
Ce qui donne une branche parabolique.

La fonction f, est le produit de deux fonctions dérivables sur Z donc dérivable

sur T
n

fi@)=na" I (14a) 4 =" o (1+x)+1+% . (0.1)
ot nous notons hy, (z) =nln (1+x) + %
T
La fonction h,, est dérivable sur T
n 1 x n(l+z)+1
h;l (Z’) = + - 2 — ( ) 2 -
I+ 14z (1+42) (1+x)

Il est clair que le numérateur de h), est supérieur ou égal a 1 sur Z, donc h}, () > 0
sur 7.

D’apreés (0.1) le signe de f (z) ne dépend que de "', ce qui donne deux cas a
examiner.

T |-1 0 +00 T |1 0 +oco

— 0 +

/m || +o0 +o00o
! ’ fn \ /
1 _Oo/r )

F1a. 0.1 — Variations de f; et de f,, pour n > 2.

2. La fonction f, est continue sur Z donc admet une primitive.
Nous intégrons par parties afin d’éliminer le In
dz

u =In (14 2z) N du:l—i—x
dv=z"dz _x”“
v n+1’

oﬁ/udv:uv—/vdu.

II est évident que les fonctions u (z) et v (z) sont de classe C' sur T.



© Gilbert Damin 2011

Nous en déduisons
:L,n—i-l 1 l,n—i—l
F = In (1 — dx + Cste.
n () o n(l+x) m——— /1+x x + Cste
Nous faisons dans l'intégrale le changement de variable affine t = 1 + x, qui est
valide car de classe C! sur R, I'intégrand devient

+1
I 1)+l B (-t o <n+ 1> (—1)yrHik el
]{: )

k=1

ce qui donne en intégrant terme a terme (somme finie donc sans probléme)

1+z t t

2 " n+1 g R
/1+xd (—1 nt+z< ) 1) k+Cste

11 suffit alors de remplacer t par 1 + x

ntl 1 n+1 1 n+1 +1 1+ k
Fp(z)="2 nil) n (1+2)~— 3 (”k )(-1)”“—’“ (kx)—i-Cste.

k=1
(0.2)

3. Nous avons sur 'intervalle [0, 1]
"< = 2" In (1+2) <2 In (14 2)

et par positivité de l'intégrale

1 1
0<1n+1:/ xnﬂln(l—l—x)d:vglnz/ xTp In (14 z) dx,
0 0

ce qui exprime que la suite (I,), .y est positive et décroissante, donc d’aprés le
théoréme de la borne inférieure converge.

Nous pouvons écrire sur 'intervalle [0, 1]

0<2"In (1+2)<z"™1n2
et par positivité de I'intégrale
In 2
n+1’

1
Oélné/ " ln 2dx =
0
ce qui prouve que lim I, =0.
n—-4o00

4. D’aprés (0.2), nous avons
I, = F,(1) - F,(0)

A L 1 O n+1 w1k (L4 z)"
= — In (1+z)— Z;( N )(—1) e

+1
_ 1— (=) oo L ”Z n+1 (1 ok —1
n+1 n+1 & k E

1 2k 1
nous déduisons du 3. que lim < ) "H k = 0, ce
1

n——+00 n—l—l k

n + n+1 n
que nous pouvons écrire en tenant compte de i = L1

I eSS (o 2ol —0
im (—1) Z ko1 (-1) 2 = m =0

n—-+o0o n—-+o0o
k=1

Une question subsidiaire : faire un programme MatLab qui controle ce résultat.



