Séries de fonctions

Il 1-Introduction

a. Sériesdefonctions.
b. Conver gences.

C. Intégration et dérivation.

Il 2- Sériesentieres
a. Définition. Rayon de conver gence.
b. Développement de fonctions usuelles.
C. Application aux équations différentielles.
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Il 1a-Sériesdefonctions

Série defonctions: {un(t)}nDN Sn(t) = Z up(t) tUl
0=

(ou | est unintervalle)

I 1 b - Convergenced une série defonctions
* Convergencesimple t fixéalors Lim S,(t) = S(t)

* Convergenceuniforme  Lim S (t) = S(t) Ot Ol
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Il 11: Etude des suites %

a) Sn(t):%e‘”” t>0

SRR

Pour chacune calculer

+ o0

Lim [ S (t)dt et L|m S_(t)dt

0 0
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> assume(n>0):
> Int(exp(-t /n) / n, t=0..infinity) :" =value(" ) ;

I Letingi=1
, N

> Limit( exp(-t/n) / n, n=infinity) : " =value(" ) ;

Lim}e‘”n =0

L a convergenceici n’est que simple.
Lalimitedel’intégrale n’est pasl’intégrale delalimite.
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restart : S:=(n,t) -> (1+t"2/ n*2)*(-n"2) :
Limit( S(n,t), n=infinity ) : " =value(" ) ;
LimD +£D-n2 =
R
F(n) :=Int( S(n,t), t = 0..infinity ) :
with(student) : var := 1+t"2/n*2=1/cos(theta)" 2 :

simplify(changevar (var, F(n), theta ), symbolic) ;
T/ 2

nJ' cosz(nz_l) 0 do
0

_m(2n?-3)(2n2-5)-531 n
F(n)'_nE(an—4)(2n2—6)---642ﬁ 2
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1 1 b - Criteresde convergence uniforme

n

Série defonctions: {un(t)}nDN Sn(t) = Z up(t) tUl
(I est un intervalle) p=

Théoreme:
Il y a conver gence uniforme dansles deux cas suivants:

Convergence normale

Ot 01 |u,(t) < v, avec {v,} converge

Critered’Abel V. ) positiveet
Ot 01 u,(t)=v,w,(t) avec Técroissante verso,
et {w_(t)} majorée

Séries de fonctions 6



I 12: Etudier la sériedeterme général
int

un(t):eT n>1

* Déter miner a(t)+ib(t) = iun(t)
ou at) et b(t) sont desfonctionsréelles.

* Tracer b(t) sur [0, 41.
En déduire que

— Sinnt _ —t+T1
Z = pour 0<t<Tt
£ N 2
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> u:=(nt)->exp(l*n*t)/n:

> Sum( u(p,t), p = L.infinity) : * =value(" ) ;

+00

ipt _
e—:—In(l—e't)
e P \ »
> S|mpI|fy( evalc(" ) trig) ; S

d’Abel

ZCOSpt Sin pt —In(2 2cost)

—iarctan(-

sint,1- cost)

Pour O<t <TI1

arctan(-sint,1-cost) = arctan E

—gnt [

1 — cost
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> b :=t->arctan( sin(t) / (-1+cos(t) ) ) ;

b:=t - —arctanBﬂE

[l—cost [

> plot( { b(t), (-t+Pi)/ 2},t = 0.4*Pi ) :

1
|:|: = = B (= 10 12
]

] B
-25 K('t"‘ﬂ)/z
]
_45
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I 1 c- Intégration et dérivation

Théoremededérivation termeaterme:
S lasérie {un(t)}nDN conver ge uniformément sur |

alors . [ +o0 ]
Z up(t)= EZ up(t)g
= 5= []

Théoremed’intégration termeaterme:

Silasérie {uy(t)}. 5 convergeuniformément sur |
alors

up(t)dt:Z u, (t)dt
J. 2,00%=2 |,
ou [a,x] U
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Il 2a- Sériesentieres

Sériedefonctions ) )
delaforme: {un(t):ant }nDN ol t Ol
(I est un intervalle)

n

a,,

“LGm_ L

N 4o N ‘a

Rayon de convergence : R=Lim

n—>+00

)

Pour |t | <R, il y aconvergence normale donc uniforme.

Pour |t |= R, il faut faire une étude plus précise.

Séries de fonctions 11



I 12: Etudier la sériedeterme général
tn
u,(t)=—— n=1
() n(n+1)

* Déterminer son rayon de conver gence.

* Calculer sa somme.
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> u:=(nt)->t"n/n/(n+l);

tn
u:=(n,t) -
(n.t) n(n+1)
> Limit( u(n+1,t) / u(n,t), n =infinity) : " =value(" ) ;
O t"1in O
LimO-— " A=t
n—+o [(n+2)t" 0

> Sum( u(p,t), p=1..infinity ) : * =value(" ) :

> simplify(" ) ;

- t° _t=tin(1-t)+In(1-t)
pr(p+1)_ t
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Il 2 b - Développement de fonctions usuelles

On utilise le développement en série de Taylor pour
une fonction de classe Cc®en X=0

) i f(p)(o)
f(t)= ZTtp

ATTENTION :
|| faudra calculer le rayon de convergence

=XEMPIES: £ (1) = In(1-sint)

g(t)=arctan(1+t)

h(t) =1 E%:%+ 2arctan(t)
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> f:=t->In(1-sin(t)) ;
f:=t - In(1-sint)
> series( f(t),t=0,8):
_t_}tz_}ts—itél— 1 t5— 1t6_—61 t7+o(t8)

2 6 12 24 45 5040

> g:=t->arctan( 1+t ) ;
g:=t - arctan(1+t)
> series(g(t),t=0,10);

Loty Lo Tyt 1o, 1, gfm)
4 2 4 12 40 48 112 288
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> h:=t->In((1+t)/(1-t)) + 2*arctan(t) ;
- ot
h:=t - Iné_t%+ 2arctan(t)

> series( h(t), t=0, 22) ;

s+ 20+ 20 23y Ly A of12)
5 9 13 17 21
> u:=(n,t) ->4*t"(4*n+1) / (4*n+1) ;

pan+l
u.=(n,t) - 4
( ) In+1
> Sum( u(p,t), p=0..infinity ) : * =value(" ) ;

— g4p+l 00,4
4 =4t hypergeom [ ,15 — 5t E
pZ 4p+1 YPErS 5 =8
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> du :=(n,t) -> 4*t"(4*n) ;
du:=(n,t) - 4t*"
> Sum( du(p,t), p=0..infinity ) : " =value(" ) ;

+00

PTCLIS. Il faut &re
1-1t4 parfois
p:

inventif
> Int(4/(1-x*4),x=0..t) : " =value(" );

t
J' s ;0x = 2arctanh(t) + 2arctan(t)
0 1-X
> convert( 2*arctanh (t), In) ;
|n(1+t)—|n(1—t)

Séries de fonctions 17



|l 2 c- Equationsdifférentielles

Théoreme fondamental :

Les sériesentiéres Zant” et pour k ON’
n

; n(n-1)---(n—k +1)a t"™*

ont le méme rayon de conver gence.

Application aux équations différentielles:
yU(t)+ Y a (x)y*(t)=b(x)
n—1<k<0

avec g (t) pour k=0.(n-1) et b(x)
développables en sériesentiéres.
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Il 2 c: Déterminer les solutions de
I’ équation différentielle homogene
linéaire du second ordre

(1+t+t2)y' (t)+2(1+2t)y (t)+2y(t)=0

* Directement avec MAPLE.

* Sousforme de sériesentiéres.
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> equ ;= (L+t+tA2)* diff (y(b), t, )
+2% (1+2*0)* diff (y (1), D)+2*y(t) ;

192 L]
equ;:(1+t+t )Em—y()[HZ 1+2t %y +2y()

> dsolve( {equ, y(0)=a, D(y)(0)=b }, y(t) ) ;

(1) = a+(a+b)t

1+t +1t2
> dsolve( {equ, y(0)=a, D(y)(0)=b }, y(t), type=series) ;

>3 A controler

y(t)=a+bt-(a+b)t?+at®+bt* - (a+b)t>+0(t°) ¥
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