Séries numeriques

| 1- Introduction

a. Définition. Conver gence. Diver gence.
b. Série géométrique.

| 2 - Sériesatermesreéels positifs
a.. Théor émes de compar aison.
b. Criterede Riemann.
c. Critereded’ Alembert et de Cauchy.

| 3- Sériesatermesréels ou complexes

a. Conver gence absolue.
b. Séries alternées.
c. Transformation d’ Abel.
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n
suite (u,) nON - série  {un} nON Sn=Zup
p=0

Convergence d’ une suite:: Limu, =
Nn—- oo

Convergenced’ uneserie:

Si | est fini la suite est dite conver gente sinon diver gente

Si L est fini lasérie est dite conver gente sinon diver gente
L est lasommedela série.




| 11a: Etudier la suitedeterme général

_\N
un:1+L%i- n=z1

| 11b: Etudier lasériedetermegénéral

1
uh=— n=1
e

Calculer sa somme.
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> u:=n->1+-D)*n/n;

~1\"
u:=n - 1+—( )
n
> Limit( u(n), n=infinity) : " =value(" ) ;

_1\h
lim 1+Q =1

n_ oo n
> u:=n->1/n"2; L 1
u.=n - ?
> Sum(u(p), p=1..n) : " =value(" ) ;
n
Z up=-¥(Ln+1) +én2
p=1
1 T[2
W(,n+1)=w(1n)-—= avec W(11)=—
N 6
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| 1b - Série geométrique

La sériedeterme général
n

u,=q avec qLC

admet pour somme des n+1 premierstermes
n+1

n
Sn = Z q P — ]f%
p=0 .
Conclusion :

(00)
| . p_ 1
S |g/<lalorslasérigq convergequ =
5 14

p:

sinon il y a divergence.

Nous étudionslecasou |g| = 1, soit g=-¢€
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> (:=exp(l*theta) : u:=n->g*n :

> Sum( u(p), p=0..n) : " = normal( value("

)); +1
1o
ogP_1-E'F
 plop” _ele

> a:=exp(l*theta)-1=exp(l*theta/2)* 2* | *sin(theta/2) :

p—O

> b:=exp(I*theta)™ (n+1)-1=exp(l *theta* (n+1)/2)* 2* |
*sin(theta* (n+1)/2) :

> simplify(subs({a,b}," " " )):
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| 2a - Théorémes de comparaison {u, =0} OnON

Thl:

n
S Sy = Z Up<Maorant alorslasérieconverge.
p=0

Th2:
= aw,2u,2pBv, UnON, a>0, >0

|
o {un} converge O {v,} converge

{un} diverge O {w,} diverge
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Th3: (Comparaison avec uneintégrale)

s U, =f(N) oy f estunefonction positive,
décroisante alors

I'integrale J.+]:°(X)dx avec a=0

et la série sont de méme nature.

Criterede Riemann

u =i n=1

n a

a>1 lasérieconverge, sinon ellediverge.



> u:=n->1/n:

> Sum(u(p), p=1..n):" =value(" );

=1
Z— n+1
p:

L|J(n+1):LIJ(n)+ﬁ avec W(2)=y-1

y = 05772156649 (Euler - M ascher oni)

> u:=n->1/n"alpha:

> Sum( u(p), pzl..infinity_i_)oé) " =value(");
1 _

Z o ¢(a)

p=1P
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| 2al: Nature et somme (éventuelle) des séries

1

Uu,=— n=1

n n4

Uy = 22 nz2
n -1

Un = 32 n=0
n°+1
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> u:=n->1/n"4:

> Sum(u(p), p=1..infinity ) : " =value(" ) ;
+o00

3 ot
p=1P
> u:=n->2/(n"2-1):

> Sum( u(p), p=2..n):" =value(" );
n

2 __ 2 1 '3
sz—l n+l1 (n+l)n 2
p:

> u:=n->2/(n"3+1):

> Int( u(x), x=0..infinity ) : " =value(" ) ;
+00 2 4 Lavaleur approchée
I 3 OX =—TtV/3  decette sérieest :
o X +1 9 1.686503343
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Th4: (Comparaison avec la série gégométrique)
Si

up =d qn pour n suffisamment grand et

lim Un+l_ g et lim Yu, =q.

alors
g <1 lasérieconverge

g>1 lasériediverge

g =1 lanatureest indéterminée

Critereded’ Alembert Critére de Cauchy




| 2c1: Natureet somme (éventuelle) des séries

2
—n
2- :%—gg > 2
u nz
: n
%sinzn

3- un:J' xdx n=0
0
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> u:=n->a™*n/n!:

> simplify( u(n+1) /u(n) ) ;

a
n+1
> Sum( u(p), p=0..infinity ) : " =value(" ) ;
+ 00
P
a
L =g Critérede
p! D’ Alembert
p=0

> u:=n->(1-1/n)"?(-n"2):

> Limit( u(n+1) / u(n), n=infinity) : " =value(") ;

~(n+1)?
> 11
lim n =e

n—- o

T 1]
H
|
R B
IZIDDI
-
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> u:=n->a™*n/n!:

|| faut ssimplifier un peu I’expression de u(n)
sinon lerésultat n’est pas obtenu.

> Limit(a*n!”~(-1/n), n=infinity) : " =value(" ) ;
_ 1 Criterede
lim a(n!) 'nh=0 Cauchy

n— oo
> u:=n->(1-1/n)?(-n"2):
> Limit(u(n)(1/n), n=infinity) : " =value(" ) ;
1
0, ¢ n°Oh
lim Lo ——@ U =¢
o H

n- oo [
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> u:=n->int( sin(x)*(2*n), x=0..Pi/2) :
> with(student) :

> intparts( int( cos(x)"2*sin(x)" (2*n-2),
x=0..Pi/2), cos(X) ) ;

2N ,
Récurrence sur u(n) %S'n X Intégrale
o 2n-1 de Wallis

> rsolve({ v(n)=2*n*v(n-1) / (2*n-1),
v(0)=Pi/2},v(n) ) ;

1r(n+)mn®'?

RN
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> convert( ", factorial ) :

>u:=n->1/2*n!/(n-1/2)!*Pi*(3/2) ;

1 nies! 2

2 h-28
>H
> Limit( u(n+1) / u(n), n=infinity) : " = value(" ) ;

Lim 2 DRAE =
noo 2Nn+1

On ne peut conclure, il faut utiliser Raabe - Duhamel

1

Si LimnD Un —1ﬁ:L
n+1

n—- oo

alorsconvergepour L > 1, sinon diverge.
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Laséie {upn} et AC ssi{jun]}

conver ge.

Une série conver gente mais non absolument est SC.

Critéere:

Une série alternée converge s ‘Un‘

+] est ditealternée

décroit versO.




| 3b 1: Etudier la série harmonique
alternée, determe général

>u:=n->(-)*n-1)/n:

> Sum( u(p), p=1.infinity ) : " =value(" ) ;

+Zm¢:ln2

p=0
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| 3¢ -Critered’ Abd

Critere:

Laserie — -
{un = tn} est conver gente s

{a} est majoréeet (t, =0) décroit versO.

Exemple fondamental :
ind
e
u, =——— aveca >0.
n®
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