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Il - 1a Nousconsidéronsla sériede
fonctionstrigfnométriqueﬁdéfinie par

Uo

2

_2sn(2p-1)mt
Tt 2p-1

1° Etablir la convergence uniformesur R\ Z.

up, p=1

2° Tracer (pour quelquesvaleursden) lafonction
n

f(t) = Z U,

3° Formuler une hypothese sur lasommedelasérie
+oo

f(t)= Z u,
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> u:=(pt)->2/Pi*sn((2*p-1)*Pi*t) / (2*p-1) :
> asympt(u(p.t), p, 2);

sin (2p-1)mt +oBLH
TP Op?C

Conclusion u(p,t) =a(p,t) v(p):
S Iasérie{a o(t)=sin(2p+ 1)nt}&st maj or ée par

* |la suite @,p = iE&st positive et décroissantevers0
mp

1
sinTtt|

Donc il y a convergence uniforme (Critered’ Abel),
sur R\ Z.

> f:=(nt) -> 1/2+sum(u(p,t), p=1..n) :
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> with(plots) :

>a:=plot(f(5;t), t=-1..2, y=-0.2..1.2, color=Dblue):
> b :=plot(f(100,t),t=-1..2,y=-0.2..1.2,color=red) :
> display(a, b) ;

50 £(100,)
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Nous pouvons présumer quelafonction f(t)
est une fonction 2-périodique, définie par

0 s -1<t<O0

[]
f(t)=0 .
11 s 0<t<l1

Nous remarquons que f(t) est bien discontinue, ce qui
résultedelaCUsur R\ Z.

Lavaleur def(t) pour t entier relatif n’est pas précisée.

Nous controleronscereésultat au 111 2 b Exemple 1.
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>d ;= plot( (75, 1), t=0..0.1, y=0.9..1.1,
color =blue, numpoints=1500) :
> e:=plot( f(100, t), t=0..0.1, y=0.9..1.1,
color=red, numpoints=1500) :

M émes maxi relatifs

. WJ\ NGO <

> display(d, e);

0.9 0 O.05 o
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|1l - 1b Nousconsidéronsla sériede
fonctionstrigonométriques définie par

_Z
T

_ 4 cos(2p-1)mt
Y .’.[2 (2p_ 1)2
1° Etablir la convergence uniforme sur R.

u

p=1

2° Tracer (pour quelquesvaleursden) lafonction
n

f(t) = Z Uy,

3° Formuler une hypothese sur lasommedelasérie
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> U= (p,t) -> 4/Pi"2* cos((2* p-1)* Pi*t)/(2*p-D)" 2 .
> asympt(u(p,t), p, 3);
cos(2p-1)mt 10

.’.[2 p2 + OBF

Conclusion ;

Up|
PI= 2 p2
Il y a conver gence normale (Critere de Riemann), ce qui
entraine la conver gence uniforme sur R.

> f:=(nt) -> 1/2+sum(u(p,t), p=1..n) :
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> with(plots) :

> a = plot(f(1,t), t=-1..2, y=0..1, color=Dblue):
> Db = plot(f(5,t),t=-1..2,y=0..1,color=red) :
> display(a, b) ;

f(1,t)
\
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Nous pouvons présumer quelafonction f(t)
est une fonction 2-périodique, paire, définie
par

Jt+1l o -1<t<0

f(t)=0
(t) t+t +1 s 0<t<1

Nous remar quons que f(t) est bien continue, ce qui
résultedela CU.

Nous controleronscereésultat au 111 2 b Exemple 2.
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11 1c- Criteresde convergence

Série trigonométriques {un =V, e‘”“*’t}nEz
Théoreme:
Il y a convergenceuniformesur R\T Zavec T =21/ w

S (Vlnl) est positive et décroissante vers 0 pour n| » +oo.
+00

f(t)= Z U, estcontinuesur R\T Z.

n=—o0

Il y a convergence normale donc uniformesur R

s { v } est absolument convergente.
n +00

f (t) = Z U, estcontinuesur R.

n=—o0
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[Il 2a-Sériede Fourier

f unefonction T-periodique, saseriede Fourier Si et

(1) S (t)= ch enet oy ¢, :Tl If(t)e-inwt o
A

n=—oo
A est unintervalled amplitude T et w=2m/T .
|| est possible d’ exprimer (1) souslaforme

+00 +00

(2) si(t)=a+ anCOSHOJHZ b,sinnwt
Pb=C » & :__I—_J'f(t)cosnw_tdt pour 1< n
A

et bn:gj-f(t)sinnootdt pour 1< n.
T A

Seule condition : existencedesintégralessoit f OL(A) .
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11l 2b - Exemple1:
Soit la fonction 2-périodique définie par

1 s 0<t<l1
f(t)=g0 s -1<t<O0
/2 s t=-1,0,1

1° Déterminer lasérie S de Fourier de f.

2° Examiner la convergencedela sérietrigonométrique
obtenue.

+ 00

LasérieSf deFourier est: S (t): Z Cne””“
Nn=—oc0

1
avec ¢, = z_le' e "ot car festnullesur [-1, 0].
0
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> T:=2:0mega:=2*Pi/T:
> assume( n, integer ) :
> Int(1/2*exp(-1*n*omega*t), t=0..1) : value(" ) :

> c[n] := simplify( (evalc(" ) ); ) valable pour n # 0
1, -1+ (-2)

c,=—1
2 n ~

Conclusion ; i

2p-1)

=0 et c,=—
C2p 2p-1 T[(

> Int(1/2,t=0..1) : c[0] = value(" ) ;

:}
05
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Lasériede Fourier de f est donc

2p1)
St 2 Z 2p1

Nous pouvonsregrouper Oet 1, puis-let2,...,-p+tletp

_ | ei(-2 p+1)mt _ i ei(2 p-1)mt
m(-2p+1) n(2p-1)
_2sn(2p-1mt
m2p-1 T
(2p _)1 2sin(2p- 1)t
Se(t)=>+
2 Z n(2p-1)
p:

|1 y a conver gence uniforme (Critéred’Abel), sur R\ Z.
Nousretrouvons!'exercicelll 1a.
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11 2b - Exemple?2:

Soit la fonction 2-périodique définie par
Ot+l o —-1<t<O0

f(t)=0]
() +t +1 s 0<t<l1

1° Déterminer lasérie S de Fourier de f.

2° Examiner la convergencedela sérietrigonométrique
obtenue.

+00
lasérie S, deFourier est:  S¢(t)=a+ Z a, cosnTtt
car f est paire, avec =

1 1
2 :J'(l—t)dt & a,= ZI(l—t)cosnntdt
0 0

Séries de Fourier 16




> T:=2:0mega:=2*Pi/T:

> assume( n, integer ) :

> Int( 2*(1-t)*cos(n*Pi*t), t=0..1) :
> a[n] :=factor( value(" )) ;

valablepour n# 0

1-(-1)"

=2

% mn ~2

Conclusion : p
a.=0 e a,. = -
°P 2 (2p-1)°

> |nt(1-t, t=0..1) : a[0] ::vaiue( ")

ao:§
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LasériedeFourier de f est donc

S, (1) = 1, Z 4cos(2p-1)mt
p:

m(2p-1)°

|1 y a conver gence normale donc uniforme sur R.
Nousretrouvons!l'exercicelll 1b.
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111 2 ¢ - Convergence dans Ll(A)

f unefonction T-périodique, desériede Fourier

(1) S (t)= ch enet oy c, :Tl I f(t)enet ot
A

N=-—o0

A est unintervalled amplitudeT et w=2mt/T.

Théoréeme deDirichlet :
S f est declasse ¢! par morceaux alors {Cn e'nwt}

conver ge ponctuellement vers _[f t+)+ f ] Sf

Il y a conver gence uniforme sur tout intervalle ferme ou
f est continue.
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111 2 ¢ - Convergence dans LZ(A)

L e produit scalaire dans LZ(A) est défini par

(u,v) =IAu(t) v(t)dt

Théoreme :

1 i nwt E
- —e nZ
%’“ T

est une base orthonormée de LZ(A) .
(Lecontrdler avec MAPLE)

LZ(A) est appel é espace de Hilbert.
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Remarqueet propriété:  L,(A) OL,(A)

L a fonction 1
f(t)=— O<t<l
()=

appartient a Ll(]O,]_]) mais pas a LZGO,l]).

> Int(Y/sgri(t), t=0..1) : " =value(" ) ;

[ 1

> Int(1/t,t=0..1) : " =value(" ) ;

2
J.}dt:oo
o
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Théoreme de Parseval :

Lasuitedefonctions f,(t) = Z c,€P™, nON
p=—-n

converge dans L ( ) vers f(t).

Cela exprime que nLif+To1o (fn. fo)=|f H2 ce qui est

la formule de Parseval.

=T o

n=—oo
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Soit lafonction 2re-périodique
f(t)=e' O<t<2m

1° Direpourquoi f admet un développement en série
de Fourier.

2° Etudier la conver gence dans L1([0,2Tﬂ) et Lz([OZHD'
3° Déterminer S (t)

4° Calculer la somme des séries numeériques

(-1)" 1 1
1+n2' 2 1en O Z (1+ nz)z'
n= n= n=
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Il 2e- Opérationssur lessériesde Fourier

1) Dérivation terme aterme.

f satisfaisant Dirichlet, alorsf’ s obtient en dérivant
termeaterme ( ATTENTION : Danslecasgenéral la
convergence n’a lieu que dans LZ(A) .

(1l faudra examiner la série dérivée pour étudier

la conver gence dans Ll(A) )
|:| +o00
Z c, elnoot[l _ Z inwcneinwt
Nn=—o0

Leterme n=0 disparait dansla série dérivée.
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2) Intégration terme aterme.

f satisfaisant Dirichlet, alors l' f(t)dt sobtient
en intégrant termeaterme.

(ATTENTION : Laprésencede ¢, implique
I’ajout dela sériede Fourier delafonction
correspondante)

J'Z c, ol nwt 4t — Z c, ol not
I NwW

n=-—00 Nn=-—o00

nz0 nz0

Leterme n=0 est a examiner tout particulierement.
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