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IV 1a- Systeme de convolution .

Définition : Un systeme de convoluticn X est

* [inéaire.
* continue.

* invariant par tranglation.

Théoreme: Tout systéme de convolution vérifie [s= e * f

o) = IEEt—u)f(u)du -

Sousréserved’ existence e * f = f * e,
f est dite réponseimpulsionnelle car f * & = f.
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IV 1Db - Principedela convolution.

Latransformation de Fourier de de L aplace opérent les
transformations suivantes::
e -
f

—

»n TIm

s o

detellemaniere que:
s=e*f - S=EF

Principe :
S=EF - F=S/E
T !
s=¢* f T Réponseimpulsionnelle
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|V 1c- Définition.
(f*g)(t):J'f(t—u)g(u)du t OR.

Théoreme:
f* g existeet appartient a !

s f et g sontdans |1 oudans L%

Cerésultat est obtenu al’aide del’inégalité de Cauchy
Schwar z et du théoreme de Fubini.
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1V -1d: Exemples.
Calculer les carrés de convolution des signaux

1 f(t):e‘t2
1
o 1=,
: T
= 8,
) ailleurs
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>f =t ->exp(-t"2);

2
f::t—>e_t

> Int( f(t-u) * f(u), u=-infinity..infinity ) :
" =value(");

—}tz

+00 _(t_u)2 2 T[
J' e e“du:\ge2
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> f:=t->1/(1+t"2) .
> Int( f(t-u)*f(u), u=-infinity..infinity) : value(" ) ;

+00
. du

- ) psde

réponse

> Int( f(t-u)*f(u), u=0..infinity) : value(" ) ;

n In(1+t?)+tarctant

4+t° t(4+t2)
> Int( f(t-u)*f(u), u=-infinity..0) + " : value(" ) ;
2T
4+ 17
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>assume( T >0) :
f:=1t->piecewise( t<T/2and t>-T/2,1,0);

f:=t > piecewise%<%and—%<t,l,0€

> convert( f(t), piecewise, t) ;

D ts-
%1 T2 ATTENTION
t< E il faut décoder
g
9 o<
2
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> Int( f(t-u)*f(u), u=-infinity..infinity ) ;
I % —<o and —TE—u<oE
otherwise E

t-u-L <0 and -
2

U

2
@) otherwise

—t+u<OEOIu
-

[T 171

Nous exprimons ce produit selon la valeur de 1.
L esvaleursutiles sont

t=-T e t=T.
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> assume(t>T):
Int(f(u)*f(t-u), u=-infinity..infinity ) : value(" ) ;

0
>assume( t<-T):
Int(f(u)*f(t-u), u=-infinity..infinity ) : value(" ) ;

0)
>assume(t<T,t>0):

Int(f(u)*f(t-u), u=-infinity..infinity ) : value(" ) ;
T~-t~
>assume(t>-T, u<0) :
Int(f(u)*f(t-u), u=-infinity..infinity ) : value(" ) ;
T ~+t~
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>assume( T>0) :
g:=t->piecewise(t<-T, 0, t<=0, t+T, t<T, -t+T,0) ;

g:=t - piecewise(t<-T,0,t<0,t+T,t<T,-t+T,0)

> convert( g(t), piecewise, t) ;

1 0 t<-T ~
T . o ATTENTION
L t+T ~ t<T il faut décoder
= 0 T ~<t
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: plot(g(t), t=-3..3, thickness=2) ;
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|V 2 a- Définition - Théoremed’inversion.

Définition :
LaTF [ f] du signal f Ol est

7 £](v) If Je @ ™tdt (1)

Théoremed’inversion :
LaTFI f dusignal Z[f]OL" et

f (1) = F[ W)™ av  (2)

Nous admettons que:: Lim 9.[ f ]( ):

V o Fo0
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1V -2 b : Exemples.
Déterminer les TF des signaux

L9 <!
2

1 f(t)=m
0 ailleurs
2 g(t) =™
3 h(t) = sint
O="r
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Exemple 1
>assume( T>0):
f:=1t->piecewise(t<-T/2, O, t<T/2, UT, 0) ;

f:=t > piecewise% < —}T,O,t <}T,£,OE
2 2 T

> subs( T=Pi, f(t)) : plot( f(t), t=-Pi .. Pi ) ;

0.2
0.25%
0.z
0.15¢%
o.1%
0.054

3 ) -1 0 1 2 3

f est appelée fonction porte ou rectangle et est notee

f(t):%rect@tF
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> | nt( f(t)*cos(2*Pi*t*nu), t=-T/2..T/2) :
"=value(" ) ;

f Bt paire
et nulleal’extérieu

%% 0 t< —%T ~E
1/2T~ [ [ :
sin(mT ~
Dgri t<iT - Ocos(2mtv)dt = )
—v2r-Lg ~ 2 0O Tl ~v
Ej O otherwise
: :

>F:=nu->sn (Pi*T*nu) / (T*Pi*nu) ;
sin(mT v)
AR,

F:=v = dnc(T v)
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> subs( T=Pi, F(nu)) : plot( F(nu), nu=-Pi .. Pi ) ;

)

0
0
021
LA
iéMﬁj A 1%3
J nu
0.z]
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> | nt(F(nu)* cos(2* Pi*t* nu),
nu = -infinity .. infinity) : " =value(" ) ;

" sin(mT ~v)cos(2ntv)dv _
J._oo Tt ~V
_1-signum(T ~+2t)+signum(-T ~ +2t)
2 T~

> convert(-1/2* (-signum(T+2*t)+signum(-T+2*t)) / T,
piecewise, t) :

Comparer laréponse au signal de départ.
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Exemple 2
>g:=t-> exp(—Pi*t’\Z)g;. I %
> plot( g(t),t=-1.5..15); \

1

-1 0.5 o™ : ] 1.5

=value(") ;

-1.5

> Int(g(t)* cos(2* Pi*t* nu), t=-infinity..infinity): "
+00

J' e ™ cos(2mtv)dt ="
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|V 2 c- Convolution.

Théoréme de Convolution :
S f et g sont dans L1 alors
frgolt e I[frg]=7[f]7[q] (3)
S deplus fg, F[f]et ?[g]DLl alors
7Lt al=2[f]7[g] (4)

Larelation (3) permet derésoudre les équations de
convolutioncf IV 1b.
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>assume( T >0):
f:=t->piecewise(t<T/2and t>-T/2,1,0):

f:=t > piecewise§<%and—-l—;<t,l,og

> | nt( f(t)* cos(2* Pi*t*nu), t=-T/2..T/2) : "=value(" ) ;

Linlpn T ~ T~ N
J’TZ~ t== <0and = ~t<OCsg(2mtv)adt
-ZE@ otherwise E
_sin(mT ~v)
Y
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> assume( T>0) :
g:=t-> piecewise(t<-T, 0, t<=0, t+T,
t<T,-t+T,0);

g:=t - piecewise(t<-T,0,t<0,t+T,t<T,-t+T,0)

> [nt( g(t)*cos(2* Pi*t*nu), t=-T..T) : "=value(" ) ;

Lt +T ~ []
I Ol (47 ~ t<T ~ eos(2mtv)dt
T H o0 T~<t0O

cos(mT ~v)* -1
) T v?
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IV 2d - Transformée de Fourier dans | 1,2

Théoreme de Par seval :
S f et g sont dans Lln L2 alors

@ t].9le]) =(f.9)

En particulier I’énergie est

W = [0 1)0) 2av = [17(0) o

F[ ] est lespectredu signal f.

F[£](v) * est ladensité spectraled’énergiedu signal f.
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1V -2d: Vérifier pour lesexemples
dulV -2b lethéoremede Parseval

5 MSIZ A ](v) = sn(nTv)

0 ailleurs

o)=e ™ I[glv)=e ™’
b et
E 21T
_snt - _ <i
h(t)_T J[h](v)—gr[ Vi<
ot =1
=7 211

Transformation de Fourier 24



> Int( f()"2, t = -infinity .. infinity) :
" =value(" );

%% 0 t< —%T ~%2
+00 D@ []
1 1 1
Dgr— t<=T~Udt=—"
I—oo DD = 2 |:| T =
Ej 0O otherwise
: -

> Int(F(nu), nu = -infinity .. infinity) : " =value(" ) ;

+

*sin®*(nTv) _ 1
J._oo 2T 2y2 T~
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> |nt( g(t)"2, t =-infinity .. infinity) : " =value(" ) ;
+00 2 ﬁ
J. ( —Tit ) dt — V=
oo 2

>|nt(h(t)*2, t = -infinity .. infinity) : " =value(" ) ;

J‘+ SInz(t)dt _

—oo t2

> |Int(H(nu), nu = -infinity .. infinity) : " =value(" ) ;
v<-1H
2T[D
+1/ 2m 1
ve— Udt=mt
~1/ 2m 21t L
otherwise
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